CLUB DE MATEMATICAS Y CIENCIAS 


San Dieguito Xochimanca Texcoco México 
hup://clubdematematcasyciencias jimdo.com 


ELA S ec Vie i 
SA en 


VAN 5 ÁLVAREZ PAETCMDR( 


5 


Ch 


te 


Análisis matemático 

en el campo de 
funciones - 

racionales 


G. E. Shílov 


PREFACIO 


Los conceptos de la derivada y de la integral. fun- 
damentales en el Análisis Matemático, no son ele- 
mentales: en cualquier curso consecuente de Análisis 
Matemático les preceden las teorías de los nümeros 
reales, de los límites y de las funciones continuas. 
Esta exposición previa es indispensable si se quiere 
enunciar dichos conceptos de forma suficientemente 
dE universal con el fin de aplicarlos a clases de fuhciones 
Educacióvv lo más amplio posibles. Sin embargo, limitándose a la 
clase relativamente estrecha de las funciones raciona- 
les y recurriendo al lenguaje de la representación grá- 
fica, es posible explicar estos conceptos en pocas 
páginas de una manera precisa y, a la vez, enjundiosa. 
Este es el objetivo de nuestro folleto destinado a un 
amplio sector de lectores; los conocimientos de un 


х 2.4 
para todos escolar de los dos últimos grados bastan para com- 


prender todo cuanto aquí se trata. 


> 


GRÁFICOS 


Aun suponiendo que el lector está familiarizado 
con la representación gráfica, recordaremos los mo- 
mentos esenciales. 

Tracemos en el plano dos rectas perpendiculares, 
una horizontal y otra vertical, indicando por 0 el pun- 
to de intersección. La recta horizontal se denomina 
eje de las abscisas y la vertical lleva el nombre de eje 
de las ordenadas. El punto 0 divide cada uno de los 
€jes en dos semiejes, uno positivo y otro negativo: el 
semieje de la derecha del eje de las abscisas y el se- 
mieje de arriba del 
eje de las ordenadas 
se consideran positi- 
vos, mientras que el 
semieje de la izquier- 
da del eje de las abs- 
cisas y el semieje de 
abajo del eje de las 
ordenadas se conside- 
ran negativos; mar- 
quemos con flechas los semiejes positivos. La posi- 
ción de cualquier punto M del plano se puede enton- 
ces determinar mediante un. par de números. Para ello 
bajemos desde M las perpendiculares a cada uno de 
los ejes obteniendo así dos segmentos: 04 y 0B (fig. 
1). La longitud del segmento 04, tomada con el signo 
«+» si A se halla en el semieje positivo y con el signo 
«>» si A se encuentra en el semieje negativo, se de- 
nomina abcisa del punto M y se designa por x. Aná- 
logamente, la longitud del segmento 0B (aplicando la 
misma regla para determinar su signo) se denomina 
ordenada del punto M y se representa por y. Los nú- 
meros x e y son las coordenadas del punto M. Todo 
punto del plano tiene coordenadas; además, la orde- 
nada de cualquier punto del eje de las abscisas y la 
abscisa de cualquier punto del eje de las ordenadas 
son iguales a cero; ambas coordenadas del origen de 
coordenadas 0 (punto de intersección de los ejes) son 
iguales a cero. Recíprocamente a partir de dos núme- 
ros arbitrarios x e y de signos cualesquiera se puede 
construir un punto M (que -momento muy importan- 
te— es ünico) cuya abscisa es x y cuya ordenada es y; 
para ello bastará tomar en el eje de las abscisas el 
segmento 0А = x y levantar en A la perpendicular АМ 
= y (teniendo en cuenta la regla de los signos); M será 
entonces el punto buscado. 

Sea dada una regla que indica las operaciones que 
deben realizarse con la variable independiente (repre- 
sentada por x) obtener el valor de la magnitud que nos 
interesa (representada por y). 
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Los matemáticos suelen decir que toda regla de es- 
te tipo define la magnitud y como función de la varia- 
ble independiente x. En otras palabras, la función es 
precisamente la reg/a concreta que permite hallar los 
valores de y a partir de los valores de x. 

Por ejemplo, la fórmula 


yi EI 
ETRA 


muestra que los valores de la magnitud y se obtienen 
elevando al cuadrado la variable independiente x, 
agregando uno y dividiendo después el uno por el 
resultado obtenido. Si x toma un valor numérico хо 
también y tomará, segün esta fórmula, un valor numé- 
rico yo. Los números хо e yo determinan en el plano un 
punto Mo. En lugar de хо se puede tomar otro número 
x; y calcular, empleando la fórmula, el valor nuevo у; 
el par de nümeros x; , y; determina en el plano un 
punto nuevo М]. El lugar geométrico de todos los 
puntos del plano, cuyas ordenadas están ligadas a las 
abscisas segün la fórmula dada, se denomina gráfico 
de la función correspondiente. 

Hablando en términos generales, el conjunto de los 
puntos del gráfico es infinito y, por eso, no podemos 
aspirar a construir todos esos puntos, sin excepción 
alguna, a partir de la regla dada. Pero podemos pasar- 
nos sin ello ya que en la mayoría de los casos basta 
con unos cuantos puntos para juzgar de la forma ge- 
neral del gráfico. 

La construcción del gráfico «por el método de 
puntos» consiste en marcar ciertos puntos del gráfico 
y en unirlos mediante una línea suave. 

A título de ejemplo, consideremos el gráfico de la 
función 

1 
1+x? 
Compongamos la tabla siguiente: 


AO SS EES 
Ly LETE [1л0| v | 1/5 [110] 


En la primera fila aparecen los valores de x =0, 1, 
2. 3, -1, 22, -3. Como regla general, conviene tomar 
para los cálculos valores enteros de x. En la segunda 
fila aparecen los valores correspondientes de y halla- 
dos mediante la fórmula (1). Marquemos en el plano 
los puntos correspondientes (fig. 2). 
Trazando por ellos una línea suave, obtenemos el 
gráfico (fig. 3). 

Como vemos, la construcción «por el método de 
puntos» es muy sencilla y no requiere «ciencia» algu- 


у= (1) 


A ч 


na. Sin embargo, posiblemente por esta misma razón, 
la aplicación ciega del método de construcción «por 


0 


FIG. 3 
puntos» puede conducir a errores grandes. 
Construyamos «por el método de puntos» la curva 
correspondiente a la ecuación 
1 


ASS ыц 2 
Gx? -1)? E 


у 


Tenemos la siguiente tabla de los valores de x e y 
correspondientes a esta ecuación: 


ET SRR SSN 
[y| 1 | 14 | 1/121 | 1/676 | 1/4 | 1/121 | 1/676 | 


Los puntos correspondientes del plano se indican 
en la fig. 4 muy parecida a la que acabamos de consi- 
derar. 

Uniendo los puntos marcados con una curva sua- 
ve, obtenemos el gráfico (fig. 5). Al parecer, podemos 
estar satisfechos y soltar el lápiz: ¡hemos llegado a 


0 


FIG. 5 
dominar el arte de la construcción de gráficos! Sin 
embargo, como una especie de control, calculemos y 


para un valor intermedio de x, digamos, para x = 0.5. 
Obtenemos un resultado inesperado: y = 16 que no 
corresponde absolutamente al gráfico. Y no estamos a 
salvo de que al calcular y para otros valores interme- 
dios de x —infinitos, sea dicho de paso- no surjan 
incongruencias aun mayores. Lamentablemente, la 
construcción de los gráficos «por el método de pun- 
tos» no resulta lo suficientemente segura. 

Veamos otro método de construcción de gráficos 
de mayor seguridad pues permite prevenirse contra 
situaciones inesperadas semejantes a la que acabamos 
de ver. Empleando este método, lograremos más ade- 
lante construir el gráfico correcto correspondiente a la 
ecuación (2). Según este método —llamémoslo, por 
ejemplo, «método de operaciones»-, todas las opera- 
ciones (adición, sustracción, multiplicación, división, 
etc.) que comprende la fórmula dada se realizan 
directamente en los gráficos. 

Comencemos con ejemplos elementales. Constru- 
yamos el gráfico correspondiente a la ecuación 


Jom (3) 


Esta ecuación significa que son iguales las absci- 
sas y las ordenadas de todos los puntos del gráfico 
buscado. El lugar geométrico de los puntos, cuyas 
ordenadas son iguales a sus abscisas, es la bisectriz 
del ángulo que forman los semiejes positivos y del 


Ё 
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FIG. 6 FIG. 7 
ángulo que forman los semiejes negativos (fig. 6). 


El gráfico correspondiente a la ecuación 
у= kx (4) 


donde К es un coeficiente determinado, se obtiene del 
anterior multiplicando todas las ordenadas por un 
mismo número Ж. Sea, por ejemplo, k = 2; deberemos 
entonces duplicar cada ordenada del gráfico anterior 
obteniendo así una recta de mayor pendiente (fig. 7): 
a cada paso hacia la derecha según el eje x correspon- 
derá un desplazamiento de dos pasos hacia arriba 
según el eje y. Basándose en esto es fácil realizar la 
construcción empleando papel cuadriculado. En el 


z 


caso general de la ecuación y=kx con un coeficiente k 

cualquiera también se obtiene una recta. Si 0, a 

cada paso hacia la derecha corresponderá en esta recta 

un desplazamiento de pasos hacia arriba segün el eje 

y. Si k«0, el desplazamiento será hacia abajo. 
Consideremos ahora la fórmula 


y=kr+b (4 


Para obtener su gráfico, debemos agregar a cada 
ordenada de la línea 
y = kx, que ya conoce- 
y | mos, un mismo nümero b; 
de esta forma la recta y = 
kx se desplazará como un 
todo en el plano en b 
unidades hacia arriba si 
b>0 (si b<0, la recta ini- 
cial descenderá en lugar 
de elevarse). Como resul- 
ке tado obtendremos una 
recta paralela a la inicial; ella no pasará ya por el ori- 
gen de coordenadas y cortará en el eje de ordenadas el 
segmento b (fig. 8). 

El número k se llama coeficiente angular de la re- 
cta y = kx+b; como hemos señalado, el número k 
indica cuántos pasos hacia arriba corresponden en la 
recta a cada paso hacia la derecha. En otras palabras, 
k es la tangente del ángulo entre la dirección del eje x 
y la recta y = &x- b. 

El gráfico de la ecuación 


y =k (x — xo) + Yo (4) 


es la recta de coeficiente angular k que pasa por el 
punto (хо, yo) (fig. 9) ya que tomando x = хо, obte- 
nemos y = yo. 

Por lo tanto, el gráfico de cualquier polinomio de 
primer grado en x es una recta que se traza según las 
reglas explicadas. 

Pasemos a los gráficos de los polinomios de se- 
gundo grado. 

Consideremos la fórmula 


VR (5) 
que puede ser representada así 
2 
у= уг, donde y; 7 x. 


En otras palabras, el gráfico requerido se obtiene 
elevando al cuadrado las ordenadas de la línea y = x 


que ya conocemos. Veamos lo que debe resultar. 
Puesto que 0? = 0, 1? = 1 y (-1)= 1, obtenemos tres 


FIG. 11 FIG. 12 

puntos básicos A, B y C (fig. 10). Si x>l, se tiene x>x 
por eso, a la derecha del punto B el gráfico irá por 
encima de la bisectriz del cuadrante (fig. 11). Si 


0<х<1, se tiene 0<х2<х, о sea, entre los puntos A y В 
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FIG. 18 
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el gráfico irá por debajo de la bisectriz. Es más, afir- 
mamos que, según vaya aproximándose al punto 4, el 
gráfico quedará dentro de cualquier ángulo limitado 
por arriba por la recta y = kx, donde k es tan pequeño 
como se quiera, y por abajo por el eje x; en efecto, la 
desigualdad x^«kx es válida siempre que x<k. Este 
hecho significa que la curva buscada es tangente al 
eje de las abscisas en el punto 0 (fig. 12). Desplacé- 
monos ahora según el eje x hacia la izquierda respecto 
al punto 0. Sabemos que los números —a y +a eleva- 
dos al cuadrado dan el mismo resultado a?. Por consi- 
guiente, la ordenada de nuestra curva para x = —a será 
la misma que para х = +а. Geométricamente esto 
significa que el gráfico de nuestra curva correspon- 
diente al semiplano de la izquierda se obtiene del 
gráfico ya construido en el semiplano de la derecha 
mediante una simetría respecto al eje de las ordena- 
das. Obtenemos así la curva denominada parábola 
(fig. 13). 

Procediendo igual que antes, podemos construir 
ahora la curva más compleja 


)6( جه = ر 


y la curva aún más compleja 
y = ax + b. (7) 


La primera 
se obtiene mul- 
tiplicando por el 
nümero a todas 
las ordenadas de 
la parábola (5) 
que denomina- 
remos parábola 
estándar. 

Si a>l, ob- 
tenemos una 
curva que, 
siendo seme- 
jante a la ante- 
rior, se eleva 
más brusca- 
mente hacia 
arriba (fig. 

14). 

510 < a < l, la curva será de pendiente más 
suave (fig. 15); 

Si a«0, sus ramas se volcarán hacia abajo (fig. 16). 


FIG. 18 


Si b>0, la curva (7) se obtiene de la curva (6) me- 
diante un desplazamiento hacia arriba determinado 
por el segmento b (fig. 17). Si b<0, habrá que despla- 
zar la curva hacia abajo (fig. 18). Todas estas curvas 
también se denominan parábolas. 

Consideremos un ejemplo más complejo emplean- 
do para la construcción del gráfico el método de mul- 
tiplicación. Supongamos que debemos construir el 
gráfico correspondiente a la ecuación 


FIG. 19 


FIG. 21 


y =x x- D -2)x- 3). (8) 


Aquí tenemos el producto de cuatro factores. Cons- 
truyamos los gráficos correspondientes a cada factor 
por separado; todos estos gráficos representarán rec- 
tas, paralelas a la bisectriz del cuadrante, que inter- 
ceptarán en el eje de las ordenadas segmentos de 0, — 
1, 2 y 3 respectivamente (fig. 19). 

En los puntos 0, 1, 2 y 3 del eje x la ordenada de la 
curva buscada será 0, ya que el producto es igual a 
cero si al menos uno de los factores lo es. En los de- 
más lugares el producto será diferente de cero y su 
signo estará determinado por los signos de los facto- 
res. Por ejemplo, a la derecha del punto 3 todos los 
factores son positivos y, por consiguiente, el producto 
también resulta positivo. Entre los puntos 2 y 3 uno 
de los factores es negativo y el producto se hace nega- 
tivo. Entre los puntos 1 y 2 hay dos factores negativos 
y, por lo tanto, el producto es positivo, etc. Obtene- 
mos la distribución de los signos del producto indica- 
da en la fig. 20. A la derecha del punto 3 todos los 
factores crecen cuando aumenta x y, por consiguiente, 
el producto también crece, además muy rápidamente. 
A la izquierda del punto 0 todos los factores crecen en 
el sentido negativo y, por eso, el producto (que es 
positivo) también crece rápidamente. 


Ahora es fácil bosquejar en líneas generales el grá- 
fico (fig. 21). 

Hasta aquí hemos considerado las operaciones de 
adición y multiplicación. Agreguemos ahora a éstas la 
división. Construyamos la curva 


узе (9) 


denomnador 


FIG. 23 


Con este fin construiremos por separado los gráfi- 
cos de] numerador y del denominador. 
El gráfico del numerador 


y] 


es una recta paralela al eje de las abscisas, a una uni- 
dad del eje. El gráfico del denominador 


y 7x*l 


se obtiene desplazando en una unidad hacia arriba la 
parábola estándar. Ambos gráficos están representa- 
dos en la fig. 22. 

Realicemos ahera la división de cada ordenada del 
numerador por la ordenada correspondiente (o sea, 
calculada para el mismo valor de x) del denominador. 
Si x = Û. tenemos y; = у; = 1 de modo que y = 1. Si x 
= 0 el numerador es menor que el denominador y el 
lente es menor que 1. Puesto que el numerador у 
+: denominador son siempre positivos, el cociente 
también es positivo y, por consiguiente, el gráfico 
queda situado en la franja comprendida entre el eje de 
las abscisas y la recta y = 1. Si x crece infinitamente, 
el denominador también crece infinitamente, mientras 


que el numerador permanece constante; por eso, el 
cociente tiende a cero. Todo esto conduce al siguiente 
gráfico del, cociente (fig. 23); coincide con el gráfico 
obtenido por el método de puntos (fig. 3). 

En la división gráfica desempeñan un papel espe- 
cial los valores de x que anulan el denominador. Si el 
numerador es distinto de cero, el cociente se hace 
infinito. Para comprender el significado de estas pala- 
bras, construyamos la curva. 


(10) 


1 
x 


FIG. 24 FIG. 26 


Conocemos ya los gráficos del numerador y del 
denominador (fig. 24). Para x= 1 tenemos 
yi = уг = 1, de donde у= 1. Si x>l, el numerador es 
menor que el denominador y el cociente es menor que 
1; cuando x crece infinitamente, el cociente tiende a 


FIG. 26 FIG. 27 


cero (igual que en el ejemplo anterior); así obtenemos 
la parte del gráfico correspondiente a los valores x>1 
(fig. 25). 

Consideremos ahora los valores de x comprendi- 
dos entre 0 y 1. Si x parte del 1 y se aproxima al cero, 
el denominador tiende a cero mientras que el numera- 
dor permanece igual a 1. 

Por eso, el cociente crece infinitamente sobrepa- 
sando, para valores suficientemente pequeños de x, 
cualquier número por grande que sea; así obtenemos 
la rama que va al infinito (fig. 26). Para х<0 el deno- 
minador y, por ende, el cociente son negativos. El 
aspecto general del gráfico puede verse en la fig. 27. 


Ahora podemos realizar debidamente la construc- 
ción del gráfico de la curva 


1 


= 11 
@х D чы 
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de la que hemos hablado antes. 

Construyamos primero el gráfico del denomina- 
dor. La curva y = 3x? es la parábola estándar «tripli- 
cada» (fig. 28). La sustracción de la unidad equivale 
al desplazamiento del gráfico en una unidad hacia 
abajo (fig. 29). La curva cortará el eje x en dos puntos 
que se determinan fácilmente igualando 3x7-1 a cero: 


sianta E 30.577... 


Elevemos al cuadrado el gráfico obtenido. En los 
puntos x, y x2 las ordenadas continuarán siendo igua- 
les a cero. Todas las demás ordenadas serán positivas 
de modo que el gráfico pasará por encima del eje de 
las abscisas. La ordenada en el punto x 7 0, igual a (- 
1) = 1 será la mayor en el intervalo comprendido 
entre x, y x2. Fuera de este intervalo la curva se 
elevará bruscamente en ambas direcciones (fig. 30). 

Hemos construido el gráfico del denominador. En 
esta misma figura hemos representado con una línea 
de puntos el gráfico del numerador y = 1. Resta divi- 
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dir ahora el numerador por el denominador. Puesto 
que ambos tienen siempre el mismo signo, el cociente 
será positivo y el gráfico estará por encima del eje de 
las abscisas. Si x — 0, el numerador y el denominador 
coinciden y el cociente resulta igual a 1. Desplacémo- 
nos según el eje x desde el punto 0 hacia la derecha. 
El numerador continuará siendo igual a 1 mientras 
que el denominador irá disminuyendo: por consi- 
guiente, el cociente irá creciendo a partir de 1. Cuan- 
do lleguemos al punto 

x; = 0.577... el denominador se convertirá en cero. 
Ello significa que para ese momento el cociente se irá 
al infinito (fig.31). Pasado el punto х». el denomina- 
dor comenzará a variar rápidamente en el sentido 


FIG. 33 


contrario a partir de] valor 0, pasando por el valor 1 У 
aumentando después infinitamente. El cociente. por el 
contrario, volverá del infinito a la unidad. cortará la 
recta y = 1 en el mismo punto que la corta la curva 
(3x1) y continuará aproximándose después al cero 
tanto como se quiera (fig. 32). 

Lo mismo ocurrirá a la izquierda del eje de las or- 
denadas (fig. 33). 

En este último gráfico hemos marcado los puntos 
correspondientes a los valores enteros x= 0, 1, 2, 3, — 


1, 2 y 3. Son los mismos que hemos tomado ante- 
riormente (pág. 3) al construir el gráfico empleando 
«el método de puntos». Pero la forma real del gráfico 
difiere considerablemente de la propuesta en la fig. 5. 

En realidad, como vemos, la curva, en lugar de 
descender suavemente desde el valor 1 (para x = 0) 
hasta el valor Ys (para x = 1), se va hacia arriba hasta 
el infinito. Aquí mismo podemos ver también el punto 
de coordenadas x = 1/2, у = 16 que no encajaba en el 
gráfico erróneo anterior y que encaja perfectamente 
en el gráfico nuevo, correcto. 

Hemos hablado de las operaciones elementales 
que se pueden realizar con los gráficos. Más exacta- 
mente: hemos arrancado de la ecuación elemental y — 
x aplicando después las cuatro operaciones aritméti- 
cas (adición, sustracción, multiplicación y división). 

Las funciones у(х), que se obtienen aplicando estas 
operaciones, pueden ser representadas como el co- 
ciente de dos polinomios 


PO atak ta, X 
убу= 25 = TE Rt 
О(х) dy+bix+..+b,x 


y se denominan funciones racionales de la variable x. 
(En el Análisis también existen otras clases de fun- 
ciones; pero la definición misma de estas funciones 
requiere el empleo de la teoría desarrollada de los 
números reales: por eso, en el presente folleto nos 
¡imitamos al estudio de las funciones racionales). 

E! lector que se haya interesado por la construcción 

e los zraficos рог «el método de operaciones» puede 
resolver los problemas, de adiestramiento y autocon- 
trol. que proponemos. 


C. 


PROBLEMAS 


Constrüvanse los gráficos a partir de las ecuacio- 
nes dadas. 
y rci. 


1 
DES x(x] ). 
Sy Sal ). 
4. y-7x(x-ly. 
2 х 
= 
XH 
Sugerencia: en este problema conviene separar la 
1 
parte entera == 
x=1 x-1 
x 
6. y= 
x-1 


A Р 


7. у= : 
E х1 

Sugerencia: En los problemas 6 у 7 también con- 
viene separar la parte entera. 


8. ME E 


va obtenida es una circunferencia? 
Sugerencia. Recuérdese la definición exacta de la 
circunferencia y empléese el teorema de Pitágoras. 


10. у= lx! . Demuéstrese que cuando 
x— co las ramas de esta curva se aproximan tanto 
como se quiera a las bisectrices de los cuadran- 
tes. 


TENIS 1 
Sugerencia. Jl x! x. 


y +x +x 
1l. у= £x4x(1- x). 


12. у= TX. 
DES 2 
Ig HA 
2r41-x? 
2 2 


н у= х3(1-х)3. 


EduKtodos es un proyecto editorial emprendido con el 
fin de facilitar el acceso a los libros de texto y de interés 
general, así como fomentar la lectura sobre ciencia y 
literatura entre los universitarios. Esta iniciativa surge a 
raíz de la huelga de 1999-2000 con el propósito de 
avanzar en hacer realidad una idea distinta de universi- 
dad, no pensada simplemente para ofrecer educación a 
los “mejores”, sino comprometida con una educación de 
calidad para todos. Es un proyecto sin fines de lucro 
realizado con los recursos y el trabajo que voluntaria- 
mente hemos aportado un amplio conjunto de estudian- 
tes y profesores de la UNAM. 

Correo electrónico: eduktodos(ghotmail.com 


! Esta afirmación no es, ni mucho menos, obvia y re- 
quiere para su argumentación completa el empleo de la 
teoría desarrollada de los nümeros reales. La demostración 
puede verse en cualquier libro completo de Análisis. Aquí 
sólo se exige construir el gráfico de la raíz aceptando su 
existencia. 
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AER División Preparatoria Examen tercer parcial 


ac TECNOLÓGICO Departamento de Matemáticas y Computación 15 de abril de 2005 — 
Ф) DE MONTERREY. Trigonometría. /' 


Nombre: DENA LES CAI. Matrícula: OCOD Grupo: lb 2 


Instrucciones: El valor total del examen es de 100 puntos, correspondiente al 60% de tu calificación parcial. En este examen se califica proceso y 
resultado, pero resultado sin proceso no tiene valor. Todos los ejercicios deben resolverse en las hojas anexas, estar correctamente numerados, las 
soluciones deben darse lo más simplificado posible y deben enmarcarse. La falta de orden y limpieza en el desarrollo de los ejercicios se penalizará 
hasta con 5 puntos en la calificación total del examen. 


вет 
y Mas 
(ба . Desde una altura de 5000 m el piloto de un avión observa la luz de un aeropuerto bajo ип ángulo de 
\ Nay (depresión de 32°. ¿Qué distancia hay entre el avión y la luz?. 
fF a) Haz un esquema que muestre el problema y las variables involucradas (5p) 
/ AN b) Escribe las ecuaciones que te permiten resolver el problema (5p) 
с) Resuelve las ecuaciones anteriores y reporta los datos solicitados (10p) 


uperficie del puente, una muchacha mide la longitud del puente y los ángulos de elevación del globo en 
У cada extremo del puente. Encuentra que la longitud de éste es de 50 metros y los ángulos de elevación son 
de 60? y 70*. Determina la altura del globo. 
^(Esquema 5p planteamiento de ecuaciones 5p procedimiento 5p resultado 5p) 


fs Un globo es atado a un puente mediante una cuerda. Para encontrar la altura del globo sobre la 


Pa. Realiza la gráfica de las siguiente función inversa (10p) Bry el dominio (5p) y el rango (5p). 


Å b 
^^ E 


ya y 22z +5008"(3x +5) y p un E [O, T É T ge 
AN e i xo O d Fe] i : 
4. Comprueba la siguiente identidad, incluyendo procedimiento tan detallado como sea posible: -2 - y 
QN 
M BEC Озо = senx + cos x ( sustituciones adecuadas 5p, procedimiento correcto 15p) 


0 tan x + cot x 
( 


5. Calcular el valor de los ángulos del triángulo BDC si AB / CD ВС = К Justifique 


e 
Y : E par 


Procedimiento 10p resultado 10 p 
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DEPARTAMENTO DE PREPARATORIA ACRÍCOLA 
ÁREA DE MATEMÁTICAS 
SEGUNDO EXAMEN PARCIAL B 
CÁLCULO INTEGRAL 


INSTRUCCIONES: Resuelva lo que se le indica. Escriba el procedimiento 


completo de cada ejercicio en буба ordenada y con limpieza simplifi- 
€sindo su resultado. 


1. Calcule las siguientes m 


es шетаме integración por partes(valor=2ptos.). 


d) [2z^4/1— зас | 
2. Resuelva las siguientes integrales mediante sustitución irigonométrica, 
escriba el procedimiento completo y el triangulo rectángulo correspon- 
diente а cada ejercicio (valor=Aptos.). = 
a) [BEA 
y / 


(222-252 
с) f mp 
d + 
J1 xt ws" 
3. Resuclva las siguientes integrales mediante fracciones paxciales (va- 
lor—4ptos.). 


i ay 
DNE 


277-3573 
EE 


c) f e т 75A, 
2 1 ed 


Prof.?- Yazmín García Salinas. 
El éxito se logra sólo con la práctica . 
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DEPARTAMENTO DE PREPARATORIA AGRÍCOLA 


ÁREA DE MATEMÁTICAS 
PRIMER EXAMEN PARCIAL A 


CÁLCULO INTEGRAL 


INSTRUCCIONES: Resuelva lo que se le in- 
dica. Escriba el procedimiento completo de ca- 
da ejercicio en forma ordenada y con limpieza 
simplificando su resultado. 


2-2 


1. Calcule la diferencial dy ae? las siguientes 


funciones а à 
a) f(x) e — S с. 


b) f(x) = tan(z? рейт) jo 


c) f(x) = In(—5x? +20) 


2. Utilizando diferenciales estima el valor de la 


expresión dada (yalorTÍpto. Js 
m 


m 

` a) v50 

b) 410 
3. Calcule las siguientes inograls inmediatas 

a O es Re ef 
a) [(—3z? + ff dz pu 
b) [ 3x3e 1-2 а E 
c) pl (1?-3)(— ےر‎ de p 
d) "mW —422— 56 
| [(4z? — 24m A Ds "dz 


tt 
Е 


2l 7/6428 dz Pd Pp E 


4. Resuelva las A (va- 
lor=2pto.). 


а) ¡Edo E 


p [X кеу mas E d 


c) ne (3x )4/1 + cos(3x)dz 
d) Jot cos(— /z)(4 + sen(— ya) dz 


5. Resuelve las siguientes-ifítegrales de fu 


nes trigonometrc s valor-2ptos.). 
a) Lo "i 


b) [cos (ш) ре A 


6. Resuelva las siguientes” 
lor=1pto.). 


+1. 
a) T 222421802 


dz 
b) | 25-167? 


Prof.2: Yazmín García Salinas. 


Revisa tu eramen antes de entregarlo 
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acio- 


(va- 
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Mayo 2012 


INSTRUCCIONES: Resuelva lo que se le indica. Escriba el procedimiento 
completo de cada ejercicio « en fora ordenada y con limpieza simplifi- 
cando su resultado. 


1. Calcule las siguientgsÍntegzales mediante integración por partes(valor=2ptos.). 
a) jarin І 
b). [225 c 0-999 
cy fS sente - 
d) [22541— ada 

2. Resuelva las siguientes integrales mediante sustitución trigonométrica, 


escriba el procedimiento completo y el iriangulo rectángulo ай 
diente а cada ejercicio (salor=Xptos.). 


в) ¡EEG 
b) f cid 
e) J cry 
d) f a Й 


3. Resuelva las siguientes integrales mediante fracciones parciales (va- 
lor=4ptos.). 


ES 


a) 7225 SEI 


b) ER 
c) = 1-27, ; 
4] єк 


Prof.3:. Yazmin García Salinas. 
El érito se logra sólo con la práctica . 
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TALLER DE RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 


LISTA DE PROBLEMAS 1 Alanís/19 de agosto, 2010. 


| +, Pedro gana 10000 pesos menos que el doble de lo que gana Juan y Juan gana 22000 pesos menos que el 
triple de lo que gana Pedro. ¿Cuánto dinero ganan entre los dos? 


2. ¿Cuántas parejas (a, b) hacen al número 2302192 múltiplo de 72? 


3. A un tablero de 20 filas y 11 columnas se le quitan las filas pares y las columnas que no son múltiplo de 3. 
¿Cuántas casillas quedan? 


4. Un gato comienza en la orilla A de una viga AB de longitud 120. Comienza a caminar sobre la viga y al 
llegar a la mitad otro gato comienza a caminar desde la orilla B a la mitad de la velocidad que el primer 
gato. Si se encuentran en el punto C, ¿cuál es el valor del producto AC-CB? 


5. En un salón el porcentaje de mujeres es mayor al 40% y menor al 45%. ¿Cuál es la mínima cantidad de 
personas que tiene que haber en el salón? 


6. ¿Cuál es el valor de la expresión 56335579? – (56335591)(56335567)? 


7. Gogo tiene 4 amigas. Para el día de San Valentín compró 3 peluches iguales y 2 rosas iguales. ¿De cuántas 
formas puede obsequiar todos sus regalos, si los puede obsequiar como quiera? 


8. ¿Cuántas semanas son12! segundos? nl =1-2-3-...-n 


9; Tres alegrías, tres cocadas y dos obleas cuestan 20 pesos. Cinco alegrías, cinco cocadas y tres obleas 
cuestan 33 pesos. ¿Cuánto cuestan una alegría, una cocada y una oblea? 


10. Se escriben los números del 1 al 2010. ¿Cuántas veces se escribió el dígito 2? 
11. ¿Cuál es la suma de los divisores impares de 2010? 
( 12: ¿Cuánto vale x en la ecuación: 10* = (10% + 25)? — (10% — 525)?» 


13. En una urna hay 7 pelotas rojas, 8 pelotas azules y 9 pelotas verdes. Si se sacan pelotas sin ver, ¿cuál es 
el mínimo número de pelotas que tienes que sacar para garantizar que sacaste al menos dos de cada color? 


14. ¿Cuántos números n hay tales que n! termina en 30 ceros pero no en 31? 


15. Una cuadrícula rectangular tiene 1000 cuadritos. La razón de sus lados es aproximadamente 3 a 5. 
éCuántos cuadritos hay en la orilla de la cuadrícula? 


16. ¿Cuántos palillos de longitud 1 se necesitan para hacer una cuadrícula de 6x6 de longitud de lado 6 con 
sus líneas interiores? 


17. Pedro y Luis copiaron una ecuación x^ + bx + с = О de grado dos del pizarrón. Pedro copió mal el 
coeficiente b y obtuvo como soluciones 2 y 4. Luis copió mal el coeficiente c y obtuvo como soluciones 5 y 
4. ¿Cuáles eran las soluciones de la ecuación original? 


А) 157° В) 160° С) 163° D) 166° E) Son posibles varias 


soluciones. 

La figura de la derecha está formada por cuatro cuartos de 
circunferencia del mismo radio R y un segmento horizontal. 
¿Cual es su área? 

А) 2R? B) zR C) 4R D) 6R? 
Е) 27R?. 


¿Cuántos enteros n con 100 < n < 1000 no son divisibles ni por 2 ni por 5? 
А) 270 В) 360 С) 540 D) 630 E) 810 
Alargamos dos lados opuestos de un cuadrado en un 10% de su longitud y acortamos los otros 


dos en otro 10% formando así un rectángulo cuya área, respecto de la del cuadrado, resulta 
ser: 


A) La misma B) Un 10% mayor C) Un 1% mayor D) Un 10% menor E) Un 1% menor. 


Hemos descompuesto en factores primos los números A y B: A= 2286-52 y p-27 .35 .5^ 
y hemos comprobado que mcd (А, В) = 120 y que mcm (A, В) = 18 000. ¿Cuánto vale la 


suma +f? 
A)3 B)4 С) 5 р) 6 Е) 7 
En el triángulo rectángulo АВС de la figura, el cateto AB tiene C 
de longitud 3. Por el punto P trazamos una paralela a BC que Q 
corta a la hipotenusa AC en el punto Q. Si el área del trapecio 
PBCO es el doble que el área del triángulo РОА, entonces la 
longitud de AP es: 
A P B 
A)1 B)2 C) 43 D)3 


E) V5. 

[23] ¿Cuál es la longitud de la línea quebrada construida en el rectángulo de 
dimensiones 8 y 6? 
A) 12 B) 12,4 C) 12,5 D) 14 E) 16 


El número de 4 cifras aabb es un cuadrado perfecto. ¿Cuál es la suma de sus cifras? 
A) 12 B) 16 C)8 D) 20 E) 22 
El punto M es el centro de la semicircunferencia de 


la figura, en la que se muestran algunos ángulos. 
¿Cuál es el valor del ángulo señalado con x? 


A) 50? B) 51° C) 52° 
D) 53? E) 54^ 


Dibujamos un cuadrado en el interior de un rectángulo doble de 
largo que de ancho siendo esta dimensión el doble que el lado del — . 
cuadrado. ¿Qué porcentaje del área del rectángulo ocupa el b 
cuadrado? 


A) 12,5% B) 20% C) 15 % D) 22,5 % E) 10%. 


pue j d pu a 
La fracción | Т; | 3 es igual a: 
32 _ 2م‎ 
9 9 
А) 1 В) 7 С) 3 D) 5 E) 9 


3 2x х 5 UR ' : 
Supón que > - 7 es un número entero. De las siguientes afirmaciones sobre х, ¿cuál 


tiene que ser necesariamente verdadera? 

A) Es negativo B) Es par С) Es múltiplo de 3 D) Es múltiplo de 6 E) Es кр de 12 
[4] La figura muestra dos circunferencias tangentes de radios 4 y 9 cm. سس رو‎ 
¿Cuál es la longitud del segmento AB, tangente a ellas? 
A) 5 B)6 C) 10 D)12 


E) 13 


\ 
А 


[5] Al dividir un número № de 3 cifras entre el número formado por sus dos últimas cifras (en el 
mismo orden), se obtiene 30 de cociente y 4 de resto. ¿Cuánto suman las cifras del número Л? 


A) 13 B) 12 С) 11 D) 10 E) 9 


: ; ‚а ‚ , 
[6] Francisco tenía a? — b? euros y se gastó — de lo que no gastó. ¿Cuántos euros le quedaron? 
b 


A)a-b B)ab- à C)ab- P? D)a+b E) a 


Ana pinta una habitación en 10 horas y Cati en 7 horas. Trabajando juntas y tomándose una 
hora para comer, terminarían el trabajo en t horas. ¿Cuál de las siguientes ecuaciones satisface 
el número 7? 


io] 1 1 lol t 
— + — = —+— 1=1 — = — — = 
м (5+7) 0 ! в (152) с | ( » 5 Je 3 
E) (10+7)1=1 


En la figura del margen, O es el centro de la circunferencia y el segmento AB mide igual que el 


radio de dicha circunferencia. zx 
Si a= 25°, ¿cuánto mide el ángulo 8? A 
A) 65° B) 70° C) 75° D) 80° B al PN 


E) 85° 


30.- En el juego de “Gallo — gallina” dos chicos dicen gallo, gallina, en forma alternada у 
van uno al encuentro del otro por la línea pintada, poniendo cada vez un pie pegadito 

al otro. 

Al decir gallo, el primer jugador adelanta un pie; al decir gallina, lo hace el segundo. 
Gana el que pisa primero al otro. 

En el club de los peatones se armaron dos equipos de tres personas para jugar. 

En el equipo de Aníbal, los tres calzan 40(40cm); en el equipo de Blas, uno calza 
33(33cm), otro calza 34(34cm) y el tercero calza 35(35cm). 

La línea pintada mide 775 cm. Cada equipo elige una persona para jugar. | 

Si inicia el juego el equipo de Aníbal, ¿a quién elige Blas para ganar? al que caita 


33m 


Si inicia el juego el equipo de Blas, ¿a quién elige Blas para ganar? , ) \ "Mae с al LA 35 cnm 


31.- La razón de dos nümeros es 3/7 y su diferencia 244. La suma de los dos nümeros 


es: 
42:3 TYE NOD 
e m 11023 = bin? 
T SN 1 | i) 
2uu Tn 
SE ou 


32.- Mi nümero favorito tiene tres dígitos. La suma de los dígitos del nümero es 13. La 
diferencia entre el dígito de las unidades y la suma de los dígitos de las centenas es 3. 
Además. La diferencia entre el número invertido y el número inicial es de 594. ¿Cuál es 


mi nümero favorito? 29 
R 2 A 
[ ^ \ = же КӨ: ج‎ 2 e 
£ Кы | - 
> Qi 19 AOL 
: s 1 D мыл а. 


ES. o. E MS 

ME ( == ہے‎ 
33.- Encuentra un número con las siguientes características: Es de tres dígitos, es 
menor a 500, el producto de sus cifras es 9 y la suma de las mismas es 7. 


KAN 2X у Io 
\ / -t Í \ pus t уу AS 
Ра / n i і — 1 £ 
аа R- 33) 
| УЙЕ р | =] — 
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Dos autos A y B se mueven con velocidades constantes V, y V¿ en direcciones opuestas sobre la 
misma carretera recta. La distancia de separación de los autos inicialmente es L. Cuando se cruzan 


A ha recorrido 31/4. La razón de las rapideces V,/V; es: 


Tres fuerzas horizontales actúan sobre un cuerpo y varían en función del tiempo como se 
muestra en la figura. La gráfica que muestra la fuerza resultante sobre ese cuerpo en 
función del tiempo es: 


Con viento horizontal de velocidad v =10 m/s, las gotas de lluvia caen formando con la 
vertical un ángulo @=30°. La velocidad en m/s del viento con que caen las gotas formando 
un ángulo de 60? es: 


(A) 5 (B) 15 (C) 20 (D) 25 (E) 30 


Dos cuerpos iguales están suspendidos a lado y lado de una polea de radio R=0,2 m como 
se indica en la figura. Uno de los cuerpos desciende con velocidad constante v,=2 m/s. La 
velocidad angular en rad/s con que gira la polea es 


(A) 0,1 (B) 0,4 (С) 2 (D) 10 (E) 20 
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